A. J4 acordaste?

B. Que noite horrivell Nao parei de me mexer e virar, a minha cabega
andou sempre as voltas. Sonhei que fazia dedugoes légicas, mas
quando acordei verifiquei que se tratava sé de disparates.

A. Talvez esta matematica nao esteja a fazer-nos bem. Estavamos tao
contentes ontem, mas...



(interrompendo) Sim, ontem estdvamos na maior com a matema-
tica, mas hoje temos uma sensacao amarga. Nao consigo repousar,
temos de obter mais resultados antes de pararmos de novo para
descansarmos. Onde estd o lapis?

. Bill, precisas de tomar o pequeno-almoco. Temos damascos e figos.
OK, mas tenho de me dedicar ao trabalho rapidamente.

. Na realidade, também estou com curiosidade de ver o que vai
passar-se, mas promete-me uma coisa.

O qué?

A. Hoje s6 vamos trabalhar em somas e subtrac¢ées. Nao em mul-

tiplicagoes. S6 vamos olhar para a outra parte da inscrigao mais
tarde.

Concordo. Quase quero adiar a multiplicagao indefinidamente, ja
que parece tao complicada.

(beijando-o) OK, agora descontrai-te.
(espreguicando-se) Es tdo boa para mim, Alice.

. Assim esta melhor. Ontem a noite estive a pensar na maneira como
ontem de manha resolveste o problema sobre todos os nimeros.
Acho que se trata de um principio importante que deveriamos
distinguir como um teorema. Isto é:

Dado um numero y, se x for o primeiro numero criado
com a propriedade de

Ye<z e z<Yp, entdo z=y. (12)

. Hum... creio que isso € o que provamos. Vejamos se conseguimos
reconstruir a demonstra¢ao com o novo simbolismo. Se bem me
lembro, construimos o nimero z = (YpUXpg, XpUYp) e tinhamos
x = z, de acordo com (9). Por outro lado, nenhum elemento zg de
Xpg satisfaz Yg < g porque zg foi criado antes de x; portanto,
cada zp é < algum yg, de acordo com (6). Logo Xgp < y e,
analogamente, y < Xp. Portanto, y = z, de acordo com (9).

E muito facil trabalhar agora que dispomos de toda esta municio.



. O que é bom em (12) é que facilita muito os calculos que efectudmos
ontem & noite. Quando estavamos a calcular b+b = ({b},{b+1}),
podiamos ter visto logo que 1 é o primeiro nimero a ser criado
entre {b} e {b+ 1}.

. Ei, deixa-me tentar com ¢+ ¢: é o primeiro nimero a ser criado
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. Exactamente. Consegues demonstra-lo?

Sim, mas é mais dificil do que pensei. Por exemplo, para determi-
nar o valor de f = ({2}, {2}), que se revelou ser I, calculei f+ f.
HEste é o primeiro ntmero a ser criado entre 3 e 4, e tive de “olhar
para o futuro” para ver que era % Estou convencido de que temos
o padrao certo, mas era bom dispor de uma prova.

. No quarto dia calculamos %7 sabendo que ele era 1 + %, e nao
tentando % + % Talvez somar 1 ajude.

. Deixa-me ver... De acordo com a defini¢ao, a regra (10),
1+z=(1+Xg)U{z},1+ Xp),

pressupondo que 0 + x = x. Na realidade, nao é verdade que...
claro, para nimeros positivos podemos sempre escolher Xpg, de
forma que 1 + X tenha um elemento > z, o que simplifica para

1+z=(1+Xg1+Xp)

neste caso.



. E isso, Billl Olha para os tltimos oito ntiimeros do quinto dia, sao
simplesmente uma unidade maiores do que os niimeros do quarto
dia.

. Perfeito! Falta somente provar que o padrao dos niumeros entre 0
e 1 é este. Mas isso pode sempre ser feito analisando = + x, que é
menor do que 2!

A. Sim, agora tenho a certeza de que descobrimos o padrao certo.

Que alivio. Nem sequer sinto necessidade de formalizar a demons-
tragao, tenho a certeza de que esta certa.

. Serd que a nossa regra para 1+ x é um caso particular de um
principio mais geral? Serd que temos sempre

y+z=(y+Xg,y+Xp)?
Isto seria muito mais simples do que a complicada regra de Conway.

. Parece logico, ja que somar y deveria corresponder a “deslocar” y
unidades. Ups, nao, experimenta x = 1; seguir-se-ia que y + 1 é
({y},0), o que falha quando y é 3-

. Desculpa. De facto, a tua regra para 1 + z também nao funciona
com x = 0.

. Certo, sé a provei para x positivo.

A. Creio que deviamos analisar atentamente a regra (10), a regra da

adigao, e ver o que podemos provar na generalidade a partir dela.
Tudo o que obtivemos resume-se a nomes para numeros. HEstes
nomes estarao correctos se os nimeros de Conway se comportarem
como os nimeros habituais, mas ndo sabemos se as regras de Con-
way sao as mesmas. Para além disso, acho uma maravilha que
possamos deduzir muitas coisas de poucas regras bésicas iniciais.

. Vejamos. Em primeiro lugar, a adi¢cao é aquilo a que costumamos
chamar comutativa, isto €,

r+y=y+zx. (13)

Certo. Agora vamos provar o que Conway apregoou, que

z+0==x. (14)



B. A regra diz que
z+0= (XE+O,XD+O) .

Portanto, basta, de novo, um argumento por inducgao no “dia da
criagao”. Podemos supor que Xg 4+ 0 é 0o mesmo que Xp e que
Xp € o mesmo que Xp, porque todos esses nimeros foram criados
antes de z. QED.

A. Provdmos que x + 0 = z, e ndo x + 0 = z, nao foi?

B. Es uma piquinhas. Posso alterar (14), se quiseres, ndo vai fazer
diferenca nenhuma. Mas, de facto, a demonstragdo nao estabelece
que os conjuntos de x + 0 sdo exactamente os mesmos de x?

A. Desculpa-me outra vez, tens razao.

B. E ja ca cantam dez teoremas. Continuamos, agora que estainos a
carburar bem?
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